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Chapitre 5 : Algébre linéaire

1 Espace vectoriel et fonctions linéaires

Définition 1.1 (Espace vectoriel). Soit (K, 4, X) un corps. Soit £ un ensemble non-vide muni
d’une loi interne +z: EF X ' — E et d’'une loi de composition externe -: K x £ — E. On dit que
E est un K-espace vectoriel si :

(i) (E,+Eg) est un groupe abélien.

(ii) distributivité a gauche et a droite
VipeKVre E,A+p)-o=AN-x)+p(n-x), et

VAe K Vz,y e BN (v +py) = (A7) +r (A y).

(iii) associativité mixte VA\,u € K,\Vx € E, (Axp)-z=X- (- x).
(iv) neutre a gauche Vo € E, 1x -z =x.

Les éléments de E sont alors appelés des vecteurs et les éléments de K des scalaires.

Proposition 1.2. Soit E un K-espace vectoriel. Alors :
1.Vee B, (—lg)-z=—ux.
2. VAeKRKVereE, MNzx=0g < z=0goul=0.

Définition 1.3 (Application linéaire). Soit K un corps et £, F' deux K-espaces vectoriels. L’appli-
cation f: E — F est dite linéaire si elle vérifie :

Autrement dit une application est dite linéaire si I'image d’une combinaison linéaire est la combi-
naison linéaire des images.

2 Famille génératrice, famille libre, base

Définition 2.1 (Famille génératrice, famille libre, base). Soit E un K-ev. Soit (vy,...,v,) des
vecteurs de E. On dit que :

Famille libre (vy,...,v;) est une famille libre si la seule combinaison linéaire des v; égale au vecteur
nul est la combinaison triviale :

VAL, ... A €K, Z)\,;UZ»:OE — \; = 0 pour tout i € [1,s].

=1

Dans le cas contraire, on dit que (vy, ..., vs) sont liés.
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Famille génératrice (vy,...,v,) est une famille génératrice de F si tout vecteur de E peut s’écrire
comme une combinaison linéaire des v; :

VUGE, El/\l,...,)\SEK, v:Z)\ivi.
i=1

Base (v1,...,v,) est une base de E si c¢’est une famille libre et génératrice.

Si E' admet une famille génératrice finie, alors on dit que E est un espace vectoriel finiment
engendré.

Théoreme 2.2. Soit £ un K-ev.
— Si E # {0}, alors E admet une famille libre.

— Si E est finiment engendré, alors E admet une base. De plus toutes les bases de E ont méme
cardinal, appelé dimension de E.

— i (ug, .. up), (V1,5 0s), (W1, ... w,) sont respectivement une famille libre, une base et une
famille génératrice de E, alors on a £ < s <r.

3 Fonctions linéaires et matrices

Définition 3.1 (Matrice). Une matrice a n lignes et m colonnes est notée :

ayn di2 ... QAim

Q21 Q22 ... A42m
A = (aij)i<igni<j<m .

Qp1 Ap2 - Anpm

On note M,, ,,(K) I'ensemble des matrices a n lignes m colonnes dont les coefficients sont dans K.

— L’addition de matrices est définie pour des matrices de méme taille et s’effectue coordonnée
par coordonnée. +: M, ,,(K) x M,, ,,,(K) = M,, ,»(K).

— La multiplation de matrices est définie par x : M,, ,(K) x M ,,(K) = M, ,,(K) (le nombre
de colonne de la lere doit etre égale au nombre de ligne de la deuxieme).

— Si C' = A x Balors ¢;; = Y4, a; jby ;. La multiplication matrice vecteur correspond au cas
particulier o B a une colonne seulement (m = 1).

Proposition 3.2 (Structure des espaces de matrices).  — My, (K) muni de l’addition de ma-
trices et de la multiplication scalaire est un K-ev de dimension nm.

— Mpn(K),+, X) est un anneau.

Proposition 3.3 (Caractérisation des applications linéaires). Soit f: K™ — K" une application. f
est linéaire si et seulement si il existe une matrice A € M,, ,,(K) telle que :

Vo = (x1,...,2,) € K", f(z) = Ax.
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Quelques propriétés des applications linéaires
Définition 3.4 (Sous-espace vectoriel). Soit K un corps et E un K-espace vectoriel. On dit qu'un
sous-ensemble F' C E est un sous-espace vectoriel si :

(i) F est un ensemble non-vide.

(ii) F' est stable par combinaison linéaire : VA € K,Vx,y € F, X-x+y € F.

De manieére équivalente F' C E est un sous-espace vectoriel si on peut restreindre +5: E X F — FE
et ‘g Kx E— EFEendeuxloisde FF +r: FXF — Fet p: Kx F— F.

Un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimension n est de dimension finie n’ ou
n <n.

Si f: E — F est une application linéaire, on note Im(f) := f(E) = {f(z),z € E} I'image de f
et le noyau (kernel) de f ker(f) = f~'({0r}) = {x € E, f(x) = 0}.

Proposition 3.5 (Propriétés des fonctions linéaires). Soit E, F des K-espaces vectoriels. Soit
f: E — F une application linéaire. Alors :

1. f(0)=0.
2. ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F. On
appelle rang la dimension de Im(f).

3. Théoréme du rang. Si E et F' sont de dimensions finies alors dim(E) = rg(f) + dimker(f).

4. f est injective si et seulement si ker(f) = {0g}.

Exercice traité en cours

Exercice 1. On considére la matrice M € M;j4(R) suivante :

1 2 3 4
M=131 20
2310

Les vecteurs Ly = (1,2,3,4), Ly = (3,1,2,0), Ly = (2,3,1,0) sont-ils liés ?

Les vecteurs C; = (1,3,2),Cy = (2,1,3),C5 = (3,2,1),Cy = (4,0,0) sont-ils liés ?
Quelle est I'application linéaire associée a M ?

Quelle est I'image de ey, eq, €3, e4 7 Que remarque-t-on ? Est-ce si étonnant ?
Déterminer le noyau de la matrice.

Déterminer le rang de la matrice.

Déterminer I'image de la matrice.

Méme question en considérant M dans Mg 4(Z/27Z)

® N o v W
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Correction.

1. Soit A, A2, A3 € R. On cherche a résoudre A\ Ly + A2Ls + A3L3 = (0,0,0,0). Autrement dit,
on cherche a résoudre le systeme suivant :

INM +3A+2X03 =0
20 F 1 +3X3 =0
3AM +2X+ 13 =0
4N +0X2 +0X3 =0

La quatrieme équation implique immédiatement 4\; = 0, et donc A\; = 0. En remplacant \,
par 0 dans la deuxieme et troisieme équation on obtient alors Ay = —3A3 et A3 = —2X5. Si ces
deux équations sont vérifiées simultanément alors A3 = —2X\y = —2 X —3\3 donc A3 = 6As.
Autrement dit, 5A\3 = 0 et donc A3 = 0 et finalement Ay = —3X\3 = —3 x 0 = 0. Ainsi, si
A1, A2, A3 sont solutions du systéme alors nécessairement, \y = Ao = A3 = 0. Ly, Lo, L3 forment
donc une famille libre.

2. C,Cy, Cs, Cy sont 4 vecteurs de 'ev R? de dimension 3. Ils sont donc nécessairement liés, cf
les inégalités du dernier point de Théoreme [2.2]

3. L’application linéaire associée a M est 'application f définie par :

f: R* 5 R?
(1, T2, k3, 24) > (x1 + 229 + 3w3 + 4y, 321 + 2 + 223, 271 + 329 + T3)

4. On observe que f(e1) = f(1,0,0,0) = (1,3,2) = C;. De méme, f(es) = Cs, f(e3) = Cs,
f(eq4) = Cy. Par définition, les colonnes de la matrice associée a une fonction linéaire sont les
images (dans la base du co-domaine) des vecteurs de la base du domaine.

5. Le noyau de la matrice est par définition 'ensemble ker(f) = {x € R%, f(z) = (0,0,0)}. 1l
s’agit donc de résoudre le systeme f(x) = (0,0,0) ou autrement dit le systéme suivant
d’inconnues x1, T2, x3, 14 € R :

$1+2I2+3I3+4$4:0
3$1+£U2—|—233'3:O
21+ 329 +23=0

Si x = (z1, %9, 73, 14) € R? est solution alors x3 = —2z; — 37, d’aprés la derniére équation.

Donc, en remplacant dans la deuxiéme, on a nécesairrement, 31 +x9+2(—221 —3x2) = 0, c’est-

a-dire —x1 — b5xy = 0 ou encore x1 = —bxy. En remplacant 1 par —5xy dans z3 = —2x1 — 329

cela implique donc que z3 = 10z — 39 = Txo. Finalement en remplacant z; et x3 dans la
18 9

premiere équation, on obtient (—5+ 2 + 3 X 7)xy + 4x4 = 0, c’est-a-dire x4 = — 4Ty = —5Ts.

Ainsi, si z est solution du systeme alors © = (z1,%2,73,24) = (—bxa,xo, T2, —%ZEQ) =
xo(—5, 1,7, —%). Autrement dit, ker(f) C <(—5, 1,7, —%)>.

Réciproquement, soit y € <(—5, 1,7, —%)> alors il existe A € R tel que y = (=5, A, T, —%)\) et

N

on vérifie aisément que y est solution du systéme et donc que y € ker(f). Donc <(—5, 1,7, —%)>
ker(f) et donc ker(f) = <(—5, 1,7, —%)> par double inclusion.
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6. D’apres le théoreme du rang, on a 4 = dim(ker(f)) 4+ dim(Im(f)). Or dim(ker(f)) = 1 d’apres
la question précédente donc dim(Im(f)) = 3.

7. On cherche Im(f). On sait que Im(f) C R3. Or Im(f) est un sous-ev de dimension dim(Im(f)) = 3
de I'ev R? de dimension 3. On a donc nécessairement égalité : Im(f) = R.
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