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Chapitre 1 : Logique et raisonnement

1 Logique propositionnelle

Définition 1.1 (Proposition). Une proposition P est un énoncé (dont la construction obéit & une

certaine syntaxe) qui peut prendre, soit la valeur Vrai, soit la valeur Faux. Autrement dit, P est

une proposition si I'on peut se poser la question « P est-elle vraie? » ou « P est-elle vérifiée ? ».
On appelle valeur de vérité de P la réponse a cette question.

Définition 1.2 (Connecteurs logiques). Soit P, Q) deux propositions.

(i) La négation de P, notée =P (ou « non P ») est la proposition vraie lorsque P est fausse, et
fausse lorsque P est vraie.

ii) La conjonction de P et @), notée P A ou « P et ) ») est la proposition vraie lorsque P et
)
@ sont vraies, et fausse sinon (i.e. lorsque l'une au moins de P et () est fausse).

(iii) La disjonction de P et @, notée PV @ (ou « P ou @ ») est la proposition vraie lorsque I'une
au moins parmi P et ) est vraie et fausse sinon (i.e. lorsque P et () sont fausses).

Attention 1.3. Le OU logique est un OU dit « inclusif », a ne pas confondre avec le OU
« exclusif » de 'expression « thé ou café? ».

Théoréme 1.4 (Principes de non-contradiction et du tiers exclu). Soit P une proposition.

Non-contradiction Par définition, P ne peut pas étre vraie et fausse en méme temps. Autrement
dit, la proposition P N\ (—P) est fausse.

Tiers exclu Par définition, P ne peut pas prendre d’autre valeur que Vrat ou Fauz. Autrement
dit, la proposition P\ (—P) est vraie.

Définition 1.5 (Implication, équivalence, réciproque, contraposée). Soit P, ) des propositions.

(i) L’implication de @ par P, notée P — @ est la proposition fausse lorsque P est vraie et @) est
fausse, et vraie sinon.

(i) La réciproque de P — @ est la proposition Q) — P.
(iii) La contraposée de P — @ est la proposition =@ — —P.

(iv) L’équivalence de P et @, notée P <> () est la proposition vraie lorsque P et () ont méme
valeur de vérité et fausse sinon : (P AQ)V (=P A —Q) .

@ Attention 1.6. Ne pas confondre — et =, ni <+ et <. Les symboles = et < indiquent que
la valeur de vérité de P — @) et P <> () est Vrai.

@ Attention 1.7. Implication n’est pas causalité. Une implication P — @Q peut étre vraie, sans
que ni P, ni Q) le soit.
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Théoreme 1.8 (Régles de calculs). Soit P,Q, R deux propositions. Alors
Commutativité PV (Q < QVPetPNQ < QANP.

Double négation. —-(—P) < P.

Associativité de la conjonction. PA (Q A R) < (PAQ)AR.
Associativité de la disjonction. PV (QV R) <— (PV(Q)V R.
Distributivité de la conjonction sur la disjonction. PA (QV R) <— (PAQ
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Distributivité de la disjonction sur la conjonction. PV (Q A R) < (PV Q
lére loi de De Morgan. ~(P A Q) < (-P)V (—Q).
2éme loi de De Morgan. (P V Q) <= (=P) A (—Q).
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Théoréeme 1.9 (Techniques de raisonnement). Soit P, @ des propositions. Alors :
Définition alternative de I'implication. P — () <— —-PV Q.

lére définition alternative de I’équivalence. P <+ ) <= (P — Q) A (Q — P).
2éme définition alternative de I’équivalence. P < () < —-P < Q.
Non-implication. —=(P — Q) < P A Q.

Implication et contraposée. -() -+ P <— P — (.

2 Logique des prédicats

Définition 2.1 (Prédicat). Un prédicat P est une propriété portant sur un ou plusieurs objets
donnés en parametres.

Définition 2.2 (Quantificateurs). Soit P un prédicat a un parametre.

Quantificateur universel. La proposition « Va,P(x) » est vraie si tout objet mathématique vérifie
le prédicat P et fausse sinon (c’est-a-dire si au moins un objet ne vérifie pas cette propriété).

Quantificateur existentiel. La proposition « Jz,P(x) » est vraie si au moins un objet mathéma-
tique vérifie le prédicat P et fausse sinon (c’est-a-dire si aucun objet vérifie cette propriété).

Théoréeme 2.3 (Négation des quantificateurs). Soit P un prédicat et E un ensemble. Alors :
Négation du quantificateur universel. —(Vz € F,P(z)) <= dJzr € E,-P(z)
Négation du quantificateur existentiel. —~(3x € E,P(z)) <= Vz € E,-P(x)

Pour nier une proposition contenant plusieurs quantificateurs, on remplace donc tous les V par
des d et tous les 3 par des V et on nie le prédicat.

Théoreme 2.4 (Principe de récurrence). Soit (P(n)), oy une famille de propositions dépendant
d’un parameétre entier n € N. Supposons que :

(i) Initialisation. P(0) est vérifiée, et que
(ii) Hérédité. la proposition Q :« ¥Yn € N, P(n) — P(n+ 1) » est vérifiée.

Alors la proposition « ¥Yn € N, P(n) » est vraie.
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Attention 2.5. La preuve de I'étape d’hérédité est la preuve d’un énoncé complexe (un V,
un —), il faut donc étre trés méthodique.

On prouve de maniere quasi-identique les variantes suivantes de ce principe.

Théoréeme 2.6 (Variantes du principe de récurrence). Soit P un prédicat a une variable entiére
n € N. Soit ng € N.

A partir du rang ng. Supposons que P(ng) est vraie et que la proposition Q :« ¥n > ng, P(n) —
P(n+1) » est vraie. Alors la proposition « ¥n > ng, P(n) » est vraie.

Récurrence forte. Supposons que P(ng) est vraie et que la proposition Q' suivante est vérifiée :
Q" : Vn>ng, P(no) ANP(no+1)A...AP(n) = Pn+1).

Alors la proposition « ¥n > ng,P(n) » est vraie.
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